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Zur Begrenzung der radialen Ausdehnung des Lichtbogenstromes
durch ein axiales Magnetfeld

II. Skalengesetze und Vergleich mit Experimenten
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Max-Planck-Institut firr Plasmaphysik, 8046 Garching b. Miinchen
(Z. Naturforsch. 27 a, 652—670 [1972] ; eingegangen am 21. Dezember 1971)

On Limitation of the Radial Extent of the Arc Current by Means of an Axial Magnetic Field
11. Scaling Laws and Comparison with Experimental Results

In an arc with superimposed axial magnetic field, radial current components cause a rotational
motion of the plasma column and produce azimuthal Hall currents and hence electromotive forces
such that the arc current is guided by the magnetic field lines. In the first part of this paper the
steady-state plasma equations have been solved for a homogeneous plasma in simple geometry,
allowance being made for finite viscosity. Here, scaling laws giving the radial extent of the arc
current are obtained. In addition, electrodes with finite cross sections are treated. The results of
model calculations agree well with experimental data. Generally, the model is applicable, if the
angular frequency of the plasma is small compared with the ion gyration frequency.

1. Problemstellung, Bogenmodell und Parameter

Diese Arbeit behandelt in Fortsetzung des ersten
Teils! die stationdre Stromdichte- und Potential-
verteilung eines Lichtbogens unter dem Einflull
eines dulleren axialen Magnetfeldes. Dieser beruht
darauf, daB radiale Stromdichtekomponenten das
Plasma in Rotation versetzen und azimutale Hall-
Strome antreiben. So entstehen elektromotorische
Krifte, die der radialen Stromdichte entgegenarbei-
ten und damit die radiale Ausdehnung des Bogen-
stromes begrenzen.

Die quantitative Behandlung des Problems erfor-
dert die simultane Losung der Maxwellschen Gln.
divj = 0 und rot E = 0 sowie der Bewegungsglei-
chung des Plasmas und des verallgemeinerten Ohm-
schen Gesetzes. Dabei ist in der Bewegungsgleichung
die innere Reibung des Plasmas zu beriicksichtigen.
Es 148t sich ndmlich leicht zeigenl, dafl die Rota-
tionsgeschwindigkeit in einem reibungsfreien Plasma
so lange anwichst, bis sie iiber die EMK » X B den
radialen StromfluB voéllig unterdriickt hat, d.h. der
Strom kann dann nur genau parallel zu den Feld-
linien des duBeren Magnetfeldes flieen. Eine re-
alistische Betrachtungsweise muf} somit die innere
Reibung des Plasmas einbeziehen, d.h. von der
Navier-Stokesschen Gleichung ausgehen.

Setzt man im verallge meinerten OhmschenGesetz

i . 1 . 1
?J=E+UXB—?ﬂe’]XB+*e;;Vpe

(VAcs-System, alle Groflen in ihrer iiblichen Bedeu-
tung) E = — grad V ein und bildet divj, so erhilt
man fiir das Potential V eine inhomogene Differen-

tialgleichung zweiter Ordnung. Dabei treten auBer
den Termen, die den oben genannten elektromotori-
schen Kriften entsprechen, auch noch weitere auf,
so z.B. wegen des Druckdiffusionsterms, die letzten
Endes alle auf die Inhomogenitit des Plasmas zu-
riickgehen. Uberdies ist fiir inhomogenes Plasma
die Leitfahigkeit ortsabhingig, so daB die Gleichung
nichtlinear wird. Das Problem vereinfacht sich so-
mit ganz wesentlich, wenn man die strombegren-
zende Wirkung des Magnetfeldes am Modell eines
homogenen Plasmas studiert. Setzt man weiterhin
ein rein axiales Magnetfeld voraus, so 148t sich der
Hall-Effekt durch die Einfiihrung einer ,,Leitfihig-
keit senkrecht zu B beriicksichtigen. Diese ist dann

o' = o/(1 + we2Te2),

worin we die Gyrofrequenz und 7. die reziproke
StoBfrequenz der Elektronen ist. Damit erhilt man

10 ov o 02V 1 9
75(’@;’)+}"@=7§(7"w>3?

vg ist dabei die Rotationsgeschwindigkeit des Plas-
mas. (Gleichungen, die bereits im ersten Teil der
Arbeit auftraten, werden stets mit I und der dorti-
gen Gleichungsnummer bezeichnet.) In gleicher
Weise vereinfacht sich fir homogenes Plasma die
Navier-Stokes-Gleichung. Laf8t man auller der
Rotation keine Bewegung zu, so ist nur die ¢-Kom-
ponente von 0 verschieden und lautet (nach Um-

(L.5)
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formungen)
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' und g’ sind dabei die Komponenten des Viskosi-
tatstensors, die den Impulsaustausch parallel und
senkrecht zu B beschreiben. Sie hingen von den
Eigenschaften der Ionenkomponente ab, insbeson-
dere vom Produkt m;7; aus Gyrofrequenz und rezi-
proker StoBfrequenz der Ionen.

Die gekoppelten Differentialgleichungen (I.5) und
(I.8) werden fiir ein Plasma gelost, das in radialer
Richtung unendlich ausgedehnt ist und in axialer
Richtung durch zwei ebene Winde begrenzt wird,
auf denen die Elektroden liegen. Die Randbedin-
gungen sind somit die folgenden: Das Potential ist
auf den Elektroden konstant. Die Stromdichte ver-
schwindet in den Begrenzungsebenen aufler auf den
Elektroden. Die Rotationsgeschwindigkeit ver-
schwindet fiir » = 0, r — oo und auf den Begren-
zungsebenen ; durch die letzte Randbedingung wird
die Reibung des Plasmas an der Wand beriicksich-
tigt.

Das oben beschriebene Modell gestattet somit die
exakte Behandlung der fir die Begrenzung der
radialen Ausdehnung des Bogenstroms relevanten
Effekte, ohne sich unzuldssig weit von der Realitat
zu entfernen. Inwieweit es zur quantitativen Be-
schreibung realer, d.h. inhomogener Plasmen ge-
eignet ist, kann freilich nur durch Vergleich mit
experimentellen Resultaten gepriift werden; ein
solcher Vergleich wird im letzten Abschnitt durch-
gefiihrt. Zuvor soll auf die Ergebnisse des ersten
Teils der Arbeit eingegangen und der weitere Gang
der Untersuchung dargelegt werden.

In Gl. (L.8) tritt die durch

a2 = u'" |0’ B2 (1)

definierte charakteristische Lange a auf. Sie ist, wie
im ersten Teil der Arbeit gezeigt wurde, ein Maf} fiur
den EinfluB} der inneren Reibung, d.h. diese beein-
trachtigt die Rotation um so weniger, je kleiner a
gegen die Abmessungen des Bogens ist. Es liegt des-
halb nahe, die reduzierten Koordinaten p = r/a und
{ = z/zp einzufiihren, wo 2z¢ der Elektrodenabstand
ist. Setzt man ferner V=V, V, Vg = Vm’i;/aB, SO
gehen die Gln. (I.5) und (I.8) in

eV trev 1 e? e | w
wTeatra =ty 01

a2 100 4 1 1 835 v
3 Tode Y (1 + ’62") Ty T T 8
(1.13)
mit
f? = (¢'[0) (z0/a)?, (1.10)
y2=(u"[1) (z0/a)? (I.11)

iber. In die Gln. (I.12) und (I.13) gehen also nur
noch die zwei Parameter  und y ein; Vy ist wegen
der Linearitat herausgefallen und kann so bestimmt
werden, dafl der Bogenstrom einen vorgegebenen
Wert annimmt.

Im ersten Teil der Arbeit wurden die GIn. (I.12),
(I.13) fir den Spezialfall punkt- oder kreislinien-
formiger, d.h. radial nicht ausgedehnter Elektroden
gelost. Die Diskussion der Resultate fiir Punkt-
elektroden zeigte, dal der Parameter 3 in zweifacher
Hinsicht das Verhalten der Stromdichte bestimmt:
Einmal ist die Stromdichte um so stiarker auf die
Achse konzentriert, je groller § ist. Zum anderen
lieferte 5 auch ein Mal} fiir die Rolle der Rotation
bei der Begrenzung der radialen Ausdehnung des
Bogenstromes. Das ergab sich durch den Vergleich
mit der von RAEDER und WirTz2 angegebenen
Losung der Gl. (I.5) fir vy, = 0, d.h. fir einen
Bogen, in dem die Begrenzung der radialen Aus-
dehnung nur durch den Hall-Effekt bewirkt wird.
Fir B < 1 unterschieden sich die Resultate nicht
erheblich, fiir > 1 war der Bogenstrom wesentlich
stiarker auf die Achsenumgebung konzentriert als
im nicht rotierenden Plasma, d.h. die Rotation ist
hier der dominante Effekt. Weiterhin zeigte sich,
dal} der Parameter y nur eine untergeordnete Rolle
spielt.

Im nédchsten Abschnitt soll gezeigt werden, daB3
sich diese aus einigen Beispielen abgelesenen Aus-
sagen direkt aus den Losungen der Gln. (I.12), (1.13)
herleiten lassen. Damit lassen sich Skalengesetze fir
die Verbreiterung der Stromdichteverteilung eines
zwischen zwei Punktelektroden brennenden Bogens
aufstellen, die sich dann auch auf den Fall nicht
punktformiger Elektroden iibertragen lassen. Im
darauffolgenden Abschnitt wird ein Néaherungs-
verfahren angegeben, mit dem auch Bogen mit
radial ausgedehnten Elektroden behandelt werden
konnen. Das ermoglicht den Vergleich mit experi-
mentell bestimmten Potential- und Stromdichte-
verteilungen, der im vierten Abschnitt durchgefiihrt
wird.
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Fiir diese Zwecke ist es erforderlich, den Gang des
Losungsverfahrens noch einmal kurz zu skizzieren,
und die Losung so darzustellen, dall Ausgangsglei-
chungen fiir die folgenden beiden Abschnitte ge-
wonnen werden. Partikuldrléosungen der Gln. (1.12),
(I.13) erhélt man aus dem Separationsansatz

V(0,8) = Jo(ko) f(0),
w(o0,8) =Ji(ko)g(0),

worin Jo (k) und J; (ko) die Besselschen Funktionen
nullter und erster Ordnung sind. f und ¢ sind durch
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gegeben, mit

J=)p(L+ )1 —q/p?), (4)
Je=)p(L =1 —q/p?, (3)
p=302+ k(B + %), (6)
qg=p2y2kr. (7)

Die Koeffizienten A1, ..., Dy werden teils durch die
Kopplung der GIn. (I.12), (I.13), teils durch die

&) =4, s‘:g}gc + f:%:;%g Randbedingungen bestimmt: Die Rotationsge-
Sieh ;{2 s coshlzg ¢ schwindigkeit soll fiir o = 0 und g — oo verschwin-
+ 4z éin}fl; + B coshdg * (2)  den; diese Eigenschaft hat Ji(ko). Ferner soll v,
) sinh 21 ¢ cosh A, & E)zw. w in der.1 Begrenzungsebenen C = o 1 und
g =0C1 “sinhd; + D ey { = 1 verschwinden, und zwar unabhéngig von der
sinh Ao ¢ cosh A & Elektrodengeometrie. Somit muf} g({) diese Eigen-

+ e “sinh Jg + D “cosh s (3)  schaft haben, woraus

ql sinh A1 ¢ 1 sinh A2 ¢
f(k,0) = k2O () (mfﬁz' Snhh — A—kp smh ,@)
1 cosh 41 ¢ 1 cosh Ao
+EfFEDE) (7;: FEE eoshiy A — k2R ’c’&s}?}.’{) ’ (8)
. sinh /; sinh 2o ¢ cosh i‘l,g ,Cos,},l ﬂg Q

g(k, ) = C(k) ( smhj; — soh ;.'{) + D(k) <_é6§h A coshia ) (9)

folgt. Die allgemeine Losung
w(0, L) =0f9(k, 0 Ji(ke) kdk

erfiillt fiir beliebige C (k) und D (k) die Randbedin-
gungen fiir #. C(k) und D (k) sind nun so zu be-
stimmen, dal die allgemeine Losung

0, 2= ff(h:) Jo(ko) kdk

O = = p (k)

By = ¥ (k)

mit
p® (k) = §[Jo(kox) + Jo(koa)],
Y (k) = §[Jo(kok) — Jo(koa)],

worin gk und g4 die durch ¢ dividierten Elektroden-
radien sind. (Einsetzen der Gln. (10) bis (13) in die
GlIn. (8) und (9) liefert die GIn. (I.18) und (I.19).)

(12)
(13)

YRk (M- LR
kB2 (33— k2p2) Ayctgh Ay — (A2 — k2 B2) Aactgh Az’

¥ R B
kB2 (A2 — K2 p2) Artgh Ay — (A7 — k2 B2) Aztgh s

die Randbedingungen fiir ¥ erfiillt, nimlich: kon-
stantes Potential auf den Elektroden, Verschwinden
der Stromdichte und damit Verschwinden von
oV/3¢ in den Ebenen ( = 41 auBerhalb der
Elektroden.

Eine einfache Losung fiir dieses gemischte Rand-
wertproblem erhdlt man fir radial nicht ausge-
dehnte Elektroden, auf denen die Stromdichte so-
mit eine ¢-Funktion wird. Dann gilt

(10)

(11)

Fir symmetrische Konfigurationen mit ox = ga
verschwindet » ) (k) nach Gl. (13), damit D (k) nach
Gl. (11), so daB f und g nach den Gln. (8) und (9)
nur noch Terme in sinh A, {, sinh 22{ enthalten, d.h.
antisymmetrisch zu { = 0 sind. Die zu —af’/a;
proportionale Stromdichte ist dann symmetrisch zu
¢ =0. Fir ¢ = 0 verschwindet 027/02, d.h. die
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Stromdichteverteilung ist dort am stirksten ver-
breitert, wie auch von der Anschauung her zu er-
warten ist.

Die Normierung der Losungen ergibt sich aus

— T(@V/@C) odo=1 firallel. (1.20)
0

Diese Bedingung ist dquivalent zu

2z [fordr=1 fir alle z .
0

wo I der Bogenstrom ist. Vergleich beider Glei-
chungen liefert, mit

jo= — 0(dV[02) = — &(VoJz0) (2V/0)

die Konstante

Vo=z20I/27a20. (I.21)

— k2 2) Ay/sinh Ay —
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2. Diskussion der Losungen,
Skalengesetze und weitere Beispiele

In diesem Abschnitt sollen durch Diskussion der
Losungen, wie sie durch die Gln. (8) bis (13) gegeben
sind, allgemeine Aussagen iiber die Verbreiterung
der Stromdichteverteilung in Abhéngigkeit von den
Parametern § und y hergeleitet werden. Dazu wird
zunéchst fir den Fall zweier Punktelektroden auf
der Achse die zur Stromdichte proportionale GroBe
— V3¢ in der Ebene { = 0 betrachtet, also dort,
wo die Verteilung am starksten ,,auseinander-
gelaufen® ist. Betrachtet wird also

av | a/p

— & | tm0— ; rars Jo(kg)kdk.

(14)

Wegen der Symmetrie der Anordnungist y () (k) =0
fiir Punktelektroden ist, mit J(0) = 1 nach GI. (12)
p® (k) = 1. Aus den Gln. (8) und (10) folgt damit

(A} — k2 B2) Ao/sinh Ao

Fiir die rechte Seite der Gl. (15) kann eine Naherung
angegeben werden. Dazu sind die durch die Gln. (4)
und (5) gegebenen GrofBen 4; und Az zu betrachten.
Nach den Gln. (6) und (7) gilt3

q/p? =4 B2y2 K4 [[y% + K2 (B2 + »2)12.

q/p? wichst demnach monoton mit k¥ und strebt fir
k — co dem Grenzwert 4f2y2/(f2 4- y2)% zu. Fir
we?Te2 € 1 ist f =7 = 20/a, der Grenzwert somit
(2@a/z0)2, d.h. klein gegen 1 fir zo > a. Ist we27e?
nicht klein gegen 1, so ist 8 < y, d.h.

_4p? 4’3‘_4 o’ p o 1
B+~ 1+ win:
und damit nach Voraussetzung klein gegen 1. Auller
in dem Fall, daB zugleich we27.2 < 1 und 2 nicht
groB gegen a sind (was fir sehr schwache Magnet-
felder zutrifft), ist somit ¢/p2 < 1 und deshalb

naherungsweise

).1=V§§=y|/1+k2(1+%), (16)
12=V%=ﬁl/jm. (17)

Wegen 1 <1+ (2/y2 < 2 hangt 1; praktisch nur
von vy, A praktisch nur von f ab.

Setzt man nun diese Ndherungen fiir 4; und 4s
in Gl. (15) ein und schétzt die Terme im Zihler und

o u o

l
2
o =0 72—k2ﬁ2)llctghll— A=

%2 §2) Zyctgh Az ° (15)

Nenner jeweils gegeneinander ab, so findet man, daf
fiir alle £ die Terme in A3 grof3 gegen die in 4; sind.
Damit erhélt man fiir Gl. (14) die Néherung

o(ko)kdk. (18)

- L‘ co—fcosh}

Gl. (18) erklirt sofort, warum  der dominierende
Parameter ist. Die Terme in 4; sind vernachlissigbar
und 4p hingt nach Gl. (17) nur sehr schwach von y
ab.

Weiterhin 148t sich aus Gl. (18) die Breite der
Stromdichteverteilung angeben. Dazu soll das
Maximum von

ko 2k
cosh Az =~ e e

bestimmt werden. Nach Gl. (17) ist A2 = k2f fiir
k2 <1, le=kpl)y1+ B2[y? fir k2> 1. Firf<1
ist exp (— A2) somit erst dann von 1 merklich ver-
schieden, wenn k2 > 1 ist. Deshalb darf fir § < 1
im Zihler durchweg Ay = kp[)/1 + p2[y? gesetzt
werden. Fir 8 > 1 ist dagegen exp (— A2) schon fiir
k2?2 € 1 klein gegen 1, so dal hier ip= k2f eine
brauchbare Naherung darstellt. Der Nenner ist in
beiden Fillen erst dann merklich von 2 verschieden,
wenn der Zahler klein wird, d.h. 2/(1 + e~2%) darf
durch 1 ersetzt werden. Das liefert die Naherungen

_ 2ke
-1 + e—242
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‘cosh s kexp{— kﬁ/l/l + ﬁzr/}’é} fir <1,
(19)
- =kexp{—k2p} fir f>1. (20)

cosh Zs

Fiir den Wert kg, bei dem k/cosh A9 sein Maximum
hat, findet man aus GI. = |/1 + B%[»2/B,
aus Gl. (20) ko = 1/V2 p. l\un hat Jo (ko) seine erste
Nullstelle bei koo = 2.4. Setzt man go = 2,4/ko als
Breite der Stromdichte an, so findet man

= Vi 577 A1,

00=24)28 fir f>1. (22)
Fir g = 1 fallen beide Ausdriicke etwa zusammen.
Die in Vielfachen von a gemessene Breite der Strom-
dichteverteilung wichst somit fiir # < 1 proportio-
nal zu f, fir # > 1 nur noch proportional zu |/g.
Die GIn. (21) und (22) enthalten die Skalengesetze
fir die Verbreiterung der Stromdichteverteilung.
Sie werden Ttubersichtlicher, wenn man sie mit

ro=apo auf absolute GroBen umrechnet. Das
ergibt

5 fur (21)

20

V1+w2r“ fir

ro=2,4 B<1, (23)

/

Y l/ e J2a fir f>1. (24)
Fir p < 1 wichst rg also linear mit dem Elektroden-
abstand 2z, fiir § > 1 wie |/2z9. Die Abhingigkeit
vom Magnetfeld ist fiir § < 1 aus Gl. (23) leicht zu
entnehmen :
w2 T2 K 1,
We2Te2> 1.

ro ~ zo fur

f<1 und

ro~ zo/B fur f<1 und

Fir > 1 ist sie komplizierter. Es soll deshalb nur
der Fall wi?7;2> 1 explizit angegeben werden.
Dann ist a ~ 1/B, so daBl sich ry ~ I/EE/B fiir
p> 1 und w72 > 1 ergibt.

Fir nicht rotierendes Plasma ist die Stromdichte-
verteilung eines zwischen zwei Punktelektroden auf
der Achse brennenden Bogens nach RAEDER und
WirTz 2 durch

oro I Vo'[oz0

—0T& =0 2 (12 + (07/0) 22)32"

(1.7)

gegeben. (Der Index 0 soll hier auf die Annahme
vy = 0 hinweisen und zur Unterscheidung zu
V (r, z) fur rotierendes Plasma dienen.) Aus Gl. (I.7)
folgt, dal die Breite dieser Verteilung durch

20 = ‘o' [o 20 = 20/) 1 + we2 762

0.KLUBER

gegeben ist. Das entspricht dem Fall § < 1, wie
Vergleich mit Gl. (23) zeigt. Das bedeutet, daf} fir
p < 1 Hall-Strom und Rotation in vergleichbarem
MaBe zur Begrenzung der radialen Ausdehnung des
Plasmastromes beitragen, wihrend fir f > 1 die
Rotation der dominierende Effekt ist.

Ein weiteres Maf3 fir die Konzentration des
Bogenstromes auf die Achsenumgebung ist der
Achsenwert von — 0V /3. bei £ = 0. Rechnet man
Gl. (I.7) auf die reduzierten Koordinaten g, { um
und setzt noch V© = V7O, worin V, wieder die
im ersten Abschnitt angegebene, durch Gl. (I.21)
definierte Konstante ist, so findet man analog zu
Gl (1.20)

— [@P©[a) gdg =1
0

und aus Gl. (I.

fir alle ¢.

7) erhalt man

GV(O) ‘ 1

T8 =0 (1+o¥ppr
Nach GI. (25) ist der Achsenwert von — 20V (00
also 1 fiir alle f. Fur rotierendes Plasma folgt da-

gegen mit J(0) = 1 aus Gl. (18) und den Néherun-
gen (19) und (20)

(25)

oV S ~
2*{{ c:o,e=o:1+%’ fir f<1, (26)
6V ”

SN I O T T

Fir f = 1 stimmen beide Naherungen wieder grob
iberein. Der Vergleich der Gln. (26) und (27) mit
Gl. (25) zeigt noch einmal, daf} tir § < 1 die Rota-
tionshewegung und der Hall-Strom elektromotori-
sche Gegenkréfte gleicher Grofenordnung liefern,
wéhrend fir f > 1 die Begrenzung der radialen
Ausdehnung des Bogenstromes iiberwiegend durch
die Rotation des Plasmas bewirkt wird.

Zum Abschluf3 der Diskussion der Strombegren-
zung fir einen zwischen Punktelektroden brennen-
den Bogen soll die Brauchbarkeit der durch GI. (18)
gegebenen Néaherung anhand einiger Beispiele de-
monstriert werden. Die Abb. 1a bis 1c stellen den
Verlauf der ,reduzierten Stromdichte” — 320V/;
in der Ebene { = 0 als Funktion von o/p fur ver-
schiedene Werte von f dar. Diese Kurven wurden
durch numerische Integration der Gl. (14) unter
Verwendung des exakten Ausdrucks (15) fir of,/00
gewonnen. In den Abb. 1a und 1b durchlauft S die
Werte 0,1, 1 und 10, wobei in Abb. 1a y = f, in
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V/a 5
. . -p2av/ay

_______ 1 fu =815
-Achsenwert fir f3=10 40 AChse:::hrGI,;’;g ‘

nach GI.(27)

30

20

10

~—---Achsenwert fir [3=8,15
g YA nach GI.(26)
de
4 0 = = r -
4e/p o/ 1\ 2 3 $9/m
% .pe01s  Lopears
Abb. 1c.

Abb. 1a—c. ,,Reduzierte Stromdichte —p20V/d( als
Funktion von g/f fiir rotierende (ausgezogen) und nicht
rotierende Plasmen. Auf der Abszisse ist go/f eingetragen.
0o ist die durch Gl. (21) bzw. Gl. (22) gegebene ,,Breite*
der Stromdichteverteilung. — 1a) y = f. Die Kurven
p = 1 und g = 10 sind Transformationen der Abb. 5a und
6a im ersten Teil der Arbeit. — 1b) y = 100 f. Die Kur-
ven # = 1 und f = 10 sind Transformationen der Abb. 5d
und 6d im ersten Teil. — 1¢) y = 1,4 f. Die Kurven
B = 8,15 und B = 81,5 sind Transformationen der Abb.
5b und 6b im ersten Teil.

--------- Achsenwert fir 3=10

nach G1.(27) Abb. 1b dagegen y = 100 gilt. Der Vergleich
p=10 dieser beiden Abbildungen zeigt noch einmal deut-
lich den relativ geringen Einflul des Parameters .
Auf den Abszissen ist go/f angegeben, wo go durch
die Gln. (21) bzw. (22) gegeben ist; auf den Ordi-
naten sind die Achsenwerte nach den Gln. (26) bzw.
(27) eingezeichnet. Ferner wurde die ,,reduzierte
Stromdichte* — 20V ©/d fiir nicht rotierendes
Plasma in die Diagramme aufgenommen; nach
- — - Achsenwert fir B=0,1 Gl. (25) ist das fiir alle § die gleiche Funktion mit
nach Gl (26) dem Achsenwert 1. Infolge der Normierungseigen-

‘”;:; schaften gilt auch
0 = 2 | 3 4 a/p Fob o
% p=10 % .p=0s - ﬁ2/_a??d(%) =13
Abb.1b. 0
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das gilt ebenso fir — 20V ©/d. Besonders soll
noch darauf hingewiesen werden, dafl mehrere der
in den Abb. 1a bis 1¢ dargestellten Kurven Trans-
formationen von Stromdichteverldufen sind, die in
den Abb. 5a bis 6d im ersten Teil der Arbeit ge-
zeigt wurden. Das ist in den Unterschriften jeweils
angegeben.

Das Ergebnis der bisherigen Diskussion laft sich
somit folgendermafen zusammenfassen : Die Strom-
dichteverteilung eines zwischen zwei Punktelek-
troden im Abstand 2z¢ brennenden Lichtbogens ist
in der Ebene am stirksten verbreitert, die die An-
ordnung halbiert. Die Breite der Stromdichtever-
teilung hidngt von zwei charakteristischen Léngen
ab, namlich von

w0 = ol TF 0ot re?

und von der durch Gl. (1) gegebenen Lénge a, in
die die Viskositit des Plasmas eingeht. Ist f = 2¢'/a
von der GroBenordnung 1 oder kleiner, so tragen
Rotation und Hall-Strom in vergleichbarem Malfle
zur Begrenzung des Bogenstromes bei. Die Breite
der Stromdichteverteilung ist dann von der Grofien-
ordnung z¢’, und damit fir we27e2 > 1 proportional
zu zo/B. Ist dagegen > 1, so spielt die Rotation
die fithrende Rolle fiir die Konzentration des
Stromes auf die Umgebung der Achse. Die Breite
der Stromdichteverteilung ist dann um so kleiner
gegen zo', je groBer f ist; fur w272 > 1 ist sie
proportional zu |/zo/ B.

Diese fiir die radiale Ausdehnung eines zwischen
Punktelektroden brennenden Lichtbogens gefunde-
nen Skalengesetze lassen sich wegen der Linearitit
der Gleichungen auf andere Elektrodenkonfigura-
tionen tibertragen, solange man die Symmetrie der
Anordnung, d.h. gleiche Geometrie fiir Kathode
und Anode, beibehilt. Den Ubergang von Punkt-
auf Kreislinienelektroden vom reduzierten Radius
or = rg/a kann man sich dadurch hergestellt
denken, dafl man den Kreis vom Radius gg mit
Punktelektroden belegt denkt. Da der von jeder der
Elektroden ausgehende Strom in der Mittelebene
den Radius po hat, ist der Radius des Gesamt-
stromes nur unmerklich gréBer als go, wenn pg < o
gilt. Umgekehrt wird die Stromdichteverteilung fir
OE > po ringférmig sein und dann ihr Maximum bei
o = og haben. Ein Beispiel fiir einen solchen Fall
zeigen die Abb. 2 und 3. Hier ist gg = 10 und
p = 2,91, was nach Gl. (22) g9 = 5,8 liefert. Schon
fiir dieses méBige Verhiltnis pg/oo bleibt also die

0.KLUBER

V/cm

Alem?

50

0,15

0,10

r0,05

8 10 r(cm)

Abb. 2. Stromdichteverteilung eines Lichtbogens, der zwi-

schen zwei kreislinienférmigen Elektroden mit gleichen Ra-

dien brennt. Elektrodenradius rg = 10a = 3,17 cm, Elek-

trodenabstand 2z9 = 11,1 cm, g = 2,91, y = 17,4. Bogen-

strom 1 kA, Magnetfeld 1 kG. Die Skala am rechten Rand
gibt E; an.

V/em cm/sec
0,4 - L4104
0,21 L2:10%

0 v
\ 2 8 10 ricm)
\
|
-0,2 f --210¢
\I
-0,4 - L _4.,04

Abb. 3. —E; und vy B in der Ebene z = 0,5 2y fiir den
Lichtbogen mit den in Abb. 2 gegebenen Daten. Die Skala
am rechten Rand gibt vy an.
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Stromdichteverteilung auf der ganzen Bogenlinge
ringférmig. Da der Strom fiir p < pg nach innen,
fiir p > pg nach auflen flieBt, haben Er und vy bei
o = og Nulldurchginge.

Geht man nun weiter von Kreislinien zu Kreis-
ringen als Elektroden iiber, so wird man keine merk-
lichen Unterschiede erhalten, solange die Breite der
Kreisringe klein gegen pg bleibt. Kreisringe gro3erer
Breite oder auch Kreisscheiben kann man sich aber
aus solchen hinreichend schmalen Kreisringen zu-
sammengesetzt denken; von dieser Moglichkeit
wird im nachsten Abschnitt Gebrauch gemacht. Fir
die Verbreiterung der Stromdichteverteilung in der
Mittelebene ergibt sich aus dieser Superposition, daf3
der Stromquerschnitt nur unwesentlich grofler als
der Elektrodenquerschnitt wird, wenn po klein
gegen den in Vielfachen von a gemessenen Elek-
trodenradius im Fall von Kreisscheiben, bzw. klein
gegen die Ringbreite im Fall von Kreisringen ist.

Fir unsymmetrische Elektrodenkonfigurationen
liegen die Verhiltnisse wesentlich komplizierter.
Fir die Stromdichteverteilung in der Mittelebene
laBt sich jedoch folgende Feststellung treffen:
Wegen sinh 0 = 0 liefert der antisymmetrische An-
teil von — 0V /0 keinen Beitrag zur Stromdichte-
verteilung bei { = 0. Der Integrand in Gl. (18) ist
jetzt um

p® (k) = § [Jo(kox) + Jo(ka)]

zu erweitern. Fiir |pg — pa| > o tiberlappen sich
Jo(kog) und Jo(kpa) nur wenig, so daBl die Geo-
metrie beider Elektroden in die Stromdichtevertei-
lung eingeht. Ein Beispiel fir einen solchen Fall
zeigt Abbildung 4. Hier ist die Kathode punkt-
formig, die Anode eine Kreislinie vom Radius
oa = 10. Das macht sich als Nebenmaximum
bemerkbar.

(12)

3. Ndherungsverfahren zur Behandlung
von Bogen mit ausgedehnten Elektroden

Ausgangspunkt fiir die Behandlung radial aus-
gedehnter Elektroden sind die Gln. (8) und (9). Die
in diesen Gleichungen auftretenden Funktionen C(k)
und D (k) sind so zu bestimmen, daf3 das Potential
auf den Elektroden konstant ist, und daBl die
Stromdichte, bzw. 07/d; nur auf den Elektroden
von 0 verschieden ist. Dieses gemischte Randwert-
problem fithrt bei endlicher Ausdehnung der Elek-
troden auf Integralgleichungen fiir C' (k) und D (k),

4
Alem? 1‘ V/em
1000+ ;
) |
1
2
800+
600+ L2
400+
F
200+
0 r(cm)
6 8 10

Abb. 4. Stromdichte eines Lichtbogens, der zwischen einer

punktférmigen Kathode (2 = zp) und einer kreislinien-

férmigen Anode (2= —zp) vom Radius r4 =10a=3,17 cm

brennt. Alle weiteren Bogenparameter wie in Abb. 2. Die
Skala am rechten Rand gibt wieder E; an.

die nur numerisch gelost werden konnten. Eine
Vereinfachung des Aufwandes ergibt sich durch ein
trial-and-error-Verfahren, das vom folgenden An-
satz ausgeht: Lalt man die Randbedingung, dal
das Potential auf den Elektroden konstant ist, zu-
niachst auBer acht, so darf man die Stromdichte-
verteilung auf den Elektroden beliebig vorgeben.
Durch diese Vorgabe lassen sich, wie gezeigt werden
wird, C(k) und D (k) eindeutig bestimmen. Damit
ist auch der radiale Potentialverlauf in den Ebenen
{ = —1und { = 1 festgelegt. Durch Variation der
willkiirlich vorgegebenen Stromdichten auf Kathode
und Anode 148t sich dann die Bedingung konstanter
Elektrodenpotentiale niherungsweise ertiillen.

Der Gang dieses Verfahrens soll jetzt skizziert
werden. Im allgemeinen rotationssymmetrischen
Fall hat man es mit kreisringférmigen Elektroden
zu tun; gg und g4 seien die Innenradien, Px und
P, die AuBlenradien von Kathode und Anode, ge-
messen in Vielfachen von a. Die dort vorgegebenen
Stromdichteverteilungen seien gk und gy ; sie lassen
sich in der Form
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gx(0) = [y (k) Jo(ko) kdk, (28a)
0
@a(0) = [xa(k)Jo(ko) kdk (28b)
0
darstellen, wobei
Px
xx (k) = [gx(0) Jo(ko) odo, (29a)
(474
Pa
xa (k) = [qalo) Jo(kg) odo (29b)

0a

gilt4. Bildet man nun

7 ef(k, 2)

:__/885

0

(@)
| <D

| Jo(ko) kdk,

(@)

worin f (k, ) durch Gl. (8) gegeben ist, so muf} dieser
Ausdruck fir { =1 mit der rechten Seite von
Gl. (28a), fir { = —1 mit der rechten Seite von
Gl. (28D) tibereinstimmen.

Da das fir alle o gelten muB, ist Gleichheit der
Integranden zu tordern. Das liefert zwei Bestim-
mungsgleichungen fiir C (k) und D (k). Die Durch-
fithrung dieser Rechnung ergibt, dafl C (k) und D (k)
weiterhin durch die GIn. (10) und (11) gegeben sind,
wofern jetzt unter den Funktionen y™) (k), ) (k)
nicht mehr die durch die Gln. (12) und (13) defi-
nierten, sondern statt dessen

P (k) = § [xx (k) + za(k)],
YO (k) = 3 [xx (k) — xa (k)]

verstanden werden. Ebenso wie fur radial nicht aus-
gedehnte Elektroden gelten fiir symmetrische Kon-
figurationen mit ) (k) = 0 die schon im ersten
Teil der Arbeit und hier nochmals im ersten Ab-
schnitt angegebenen Symmetrieeigenschaften. Fer-
ner bleibt die Aussage bestehen, daf} fir symmetri-
sche Elektroden die Stromdichteverteilung in der
Ebene { = 0 am stirksten verbreitert ist.

(30a)
(30Db)

Der praktische Nutzen des hier dargestellten Ver-
fahrens hingt natirlich daran, dal die Funktionen
yx (k), xa(k) als Integrale gemall den Gln. (29a, b)
geschlossen darstellbar sind und aullerdem — zwecks
Erzielung eines auf den Elektroden konstanten Po-
tentialverlaufs — hinreichend viele freie Parameter
enthalten. Die einfachste Moglichkeit, beides zu er-
reichen, besteht darin, auf den Elektroden stiick-
weise konstante Stromdichteverteilungen anzuneh-
men. Dazu werden die Elektroden in Intervalle

0. KLUBER

aufgeteilt und es wird

(0)_ ai/NK fllI' Qi-léQégi,izl,,,,,m’
P =10 sonst,
palo) = [bs/ N4 fidr 0-1=0=gj,j=1,...,m,

10 sonst

gesetzt. Dabei gllt Qi=0 = 0K, Om = P](, 0j=0 = 0A,
on = Pa. Die Koeffizienten a;, b; sind beliebig
wahlbar, wenn die Normierungsfaktoren Nk, Ny
durch

m
Nk =1} D ai(0:i2 — 0%-1) ,
=1

— 1
NA—‘Q'

]

bj (0% — 0%-1)

Inge

definiert werden, womit
[}

[gx,a(0) odo =1
0

gewilhrleistet wird. — 0V /a¢ ist dann — ebenso wie
fiir Punktelektroden — auf 1 normiert. Setzt man
die obigen Ausdricke fir ¢k(o), @a(o) in die
Gln. (29a, b) ein, so ergibt sich

1 m

k)= i; ailoiJ1(koi) — 0i-1J1(kgi1)],
1 n
xa(k) = k'NA'i; bilojJ1(k 05) — 0j-1J1(k 0j-1)] .

Einsetzen dieser beiden Ausdriicke in die Gln. (30a
b) liefert dann eine anpassungsfihige Ausgangs-.
naherung fiur die ,richtigen‘ Stromdichtevertei-
lungen auf den Elektroden, d.h. fiir diejenigen, die
konstante Elektrodenpotentiale liefern.

Die Brauchbarkeit dieses Verfahrens wurde zu-
niachst fur kreisscheibenformige Elektroden mit
gleichen Radien (9x = 04 = 0, Pk = Pa = Pg)
getestet. Ein Beispiel dafir ist ein Bogen mit fol-
genden Daten:

Elektrodenradius Rg = 1 cm
Elektrodenabstand 2z¢9 = 27 cm

Bogenstrom I = 1,8 kA

AuBeres Magnetfeld B = 10 kG
Wasserstoffplasma, Elektronendichte 1016 cm—3
Temperatur 40 000 K.

Diese Daten wurden im Hinblick auf den Ver-
gleich mit einem Experiment gewéhlt, auf das spater
eingegangen wird. Aus diesen Daten ergibt sich

a=0,02cm; 6 =90A/Vem; me271e2 = 32;
B=1174; y = 675; Pg=>50.
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Abb. 5. Lichtbogen zwischen zwei kreisscheibenformigen Elektroden vom gleichen Radius Rg = 1 cm. Elektroden-

abstand 2zp = 27 cm, Bogenstrom 1,8 kA, Magnetfeld 10 kG, a = 0,02 cm, § = 117, y = 675. — 5a) Stromdichte-

verlauf auf den Elektroden. — 5b) Potentialverlauf in der Kathodenebene. — 5¢) Strom- und Aquipotentiallinien.
Die gestrichelte Kurve gibt den Ort maximaler Rotationsgeschwindigkeit an.
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Zur Einstellung der ,richtigen” Stromdichte-
verteilung auf den Elektroden erwies es sich als
zweckmiBig, den Bereich 0 < ¢ < 45 in 9 Intervalle
der Breite 5, den Bereich 45 < 9 < 50 in 5 Inter-
valle der Breite 1 aufzuteilen, so da3 14 Koeffizien-
ten variiert werden konnten. Nach 20 Versuchen
konnte mit der in Abb. 5a dargestellten vorgegebe-
nen Stromdichte der in Abb. 5b dargestellte
Potentialverlauf auf den Elektroden erzielt werden.
Das Potential ist bis auf 29, konstant. Abb. 5c
zeigt den Verlauf der Strom- und der Aquipotential-
linien in diesem Bogen. Es sei darauf hingewiesen,
daB die Stromlinie fiir den Gesamtstrom I = 1800 A
im Endlichen verlduft; auBerhalb dieser Stromlinie
gibt es noch eine solche mit einem um 2,5%, grofle-
ren Strom, und fiir noch grofere Radien wird j,
negativ. Es zeigt sich hier also das gleicheVerhalten,
wie es auch fiir einige Bogen mit Punktelektroden
im ersten Teil der Arbeit gefunden wurde, und es
erklart sich natiirlich auf die gleiche Weise.

Erheblich groBere Schwierigkeiten als ein sym-
metrischer Lichtbogen bereitet jedoch schon der
nichst komplizierte Fall, namlich der zweier Kreis-
scheibenelektroden mit verschiedenen Radien. Das
liegt nicht nur daran, daB jetzt zwei Satze von Pa-
rametern fiir die Stromdichteverteilungen auf den
Elektroden zu variieren sind. Eine Diskussion der
Gln. (8) und (11) zeigte vielmehr, daB} fiir D (k) =0
bereits kleine Veranderungen der Koeffizienten a;,
b; zu erheblichen Verdnderungen der Terme in
cosh A1 £ und cosh As ¢ fiihren, vor allem dann,
wenn die Elektrodenradien groB gegen a sind. In
dem hier angesprochenen Fall, namlich dem zweier
kreisscheibenformiger Elektroden mit verschiede-
nen Radien, kann man sich jedoch eine brauchbare
Niherung durch folgende Uberlegung verschaffen:
Die Randbedingungen fiir die Elektrodenebenen
fordern, dafl die Rotationsgeschwindigkeit tiberall
verschwindet, die Stromdichte auBerhalb der Elek-
troden, und daf3 das Potential auf den Elektroden
konstant ist. Vergleicht man nun damit das Ver-
halten dieser GroBen in der Mittelebene eines zwi-
schen zwei Elektroden mit gleichen Radien bren-
nenden Lichtbogens, so findet man auf Grund der
Symmetrieeigenschaften: Die Rotationsgeschwin-
digkeit verschwindet iiberall, ebenso das Potential,
d.h. die ganze Mittelebene ist Aquipotentialfliche.
Die Stromdichteverteilung wird nur innerhalb eines
noch zu ermittelnden Radius wesentlich von 0 ver-
schieden sein, wobei dieser nur geringfigig grofer

0.KLUBER

als der Elektrodenradius rg des symmetrischen
Bogens ist, wenn gg > po ist. Dieser Vergleich legt
folgendes Vorgehen nahe: Man ersetzt den Bogen
mit kreisscheibenférmigen Elektroden verschiede-
ner Radien durch einen symmetrischen Bogen dop-
pelter Lange, wobei der Elektrodenradius gleich
dem Kkleineren der beiden Elektrodenradien des
darzustellenden Bogens ist. Die Stromdichtevertei-
lung in der Mittelebene dieses ,,Ersatzbogens* darf
dann als Naherung fiir die Stromdichteverteilung
auf der groBeren Elektrode des urspriinglichen
Bogens angesehen werden, falls praktisch der ge-
samte Strom des Ersatzbogens auf einen Radius
beschrankt ist, der hochstens gleich dem gréBeren
Elektrodenradius des urspriinglichen Bogens ist.
Ist dies der Fall, so ergibt sich zugleich eine Aus-
sage liber das Potential: Das Potential ist ja nur
bis auf eine frei wahlbare additive Konstante be-
stimmt. Uber diese wurde in dieser Arbeit so ver-
fiigt, daB V fiir r — oo verschwindet. Ferner ver-
schwindet V in der Mittelebene des Ersatzbogens
fir alle . Ist der Ersatzbogen nun fir den ur-
spriinglich betrachteten Bogen reprasentativ, so er-
gibt sich, dafl die Umgebung des urspriinglichen
Bogens fiir hinreichend groe Radien das Potential
der groferen der beiden Elektroden annimmt.

4. Vergleich von Modellrechnungen
mit experimentellen Ergebnissen

Das ,,Verdopplungsverfahren“ wurde benutzt,
um die Resultate des hier entwickelten Plasma-
modells mit den experimentellen Ergebnissen an
einem von SCHWENNS~7 untersuchten Lichtbogen
zu vergleichen. An diesem Bogen wurden die Po-
tential- und die Stromdichteverteilung unabhangig
voneinander in einer zwischen den Elektroden ge-
legenen Ebene gemessen. Aus j, = o E, laBt sich
dann die lokale Leitfahigkeitstemperatur ermitteln ;
sie stimmt mit den Ergebnissen anderer Temperatur-
messungen gut iiberein. Der Bogen ist auch von der
Geometrie her gut fiir einen Vergleich geeignet.
Abbildung 6, die einen Léngsschnitt darstellt, zeigt
namlich, daB der Radius des Entladungsrohres grof3
gegen die Elektrodenradien ist, so dall die dem
Modell zugrunde gelegte Annahme unendlicher ra-
dialer Ausdehnung praktisch nicht ins Gewicht fallt.
Die bisher gebrachten Beispiele zeigten ja stets, daf3
die Rotationsgeschwindigkeit aullerhalb des strom-
fithrenden Bereiches rasch abklingt. AuBlerdem ist
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Abb. 6. Langsschnitt durch den von SCHWENN5-7 experimentell untersuchten Bogen (,,Normalbogen‘‘).

in diesem Experiment das duBlere Magnetfeld im
ganzen Bogen homogen.

Die in Abb. 6 dargestellte Elektrodenkonfigura-
tion wird von Schwenn als ,,Normalbogen‘‘ bezeich-
net, zur Unterscheidung vom sog. ,,Hohlbogen*‘, bei
dem die Anode ringférmig ist, und auf den spater
eingegangen wird. Der ,,Normalbogen‘‘ hat folgende
Daten:

Elektrodenabstand 2z9 = 13,5 cm,
Kathodenradius Rg = 1 cm,
Anodenradius Ry = 1,5 cm,
Bodenstrom I = 1,8 kA,

Axiales Magnetfeld B = 10 kG.

Messungen der Elektronendichte zeigten, daB
diese fir 0 < r < 1 cm praktisch konstant ist und
1,0 - 1016 cm—3 betriagt; die Temperatur fallt von
60000 K auf der Achse bis auf 20000 K beir = 1 cm
ab. Fir das Modell wurde deshalb eine Temperatur
von 40000 K angenommen.

Zur Bestimmung der Stromdichteverteilung auf
den Elektroden wurde das oben erwahnte ,,Ver-
dopplungsverfahren angewandt. Der ,Ersatz-
bogen‘‘ ist, wie Vergleich der Daten zeigt, der in
Abb. 5c¢ dargestellte symmetrische Bogen. Nach
dieser Abbildung schneidet die Stromlinie, die den
Strom 1,8 kA einschlieBt, die Mittelebene bei
r = 1,35 cm. Da der Anodenradius 1,5 cm betrégt,

darf die kathodenseitige Halfte des Ersatzbogens
als modellméaBige Darstellung des ,,Normalbogens*‘
angesehen werden. In den Abbn. 7a bis d werden
die gemessenen radialen Verldufe von j;, V, E, und
E, mit den gerechneten Ergebnissen verglichen. Die
MeBebene war von der Kathode 7,8 cm, von der
Anode 5,7 cm entfernt; die Rechnungen wurden
ebenfalls fiir diese Ebene durchgefiihrt.
Experiment und Modellrechnung zeigen iiberein-
stimmend folgendes: Potential und axiale elektri-
sche Feldstirke sind innerhalb des Radius, der dem
kleineren Elektrodenradius, d.h. hier dem Ka-
thodenradius entspricht, etwa konstant und fallen
dann steil ab. Der Bogenstrom ist ebenso auf den
Kathodenquerschnitt beschriankt. Abbildung 7c¢
zeigt, daBl die gemessene und die gerechnete E,-
Verteilung einander dhnlich sind, sogar in solchen
Details wie dem schwachen Maximum bei r &~ Rxk.
Da nun im Modell o = const vorausgesetzt ist,
wahrend sich die Leitfahigkeit im Experiment von
der Achse bis r = 1 em um den Faktor 5 dndert,
konnen die Stromdichteprofile gerade wegen der
Ahnlichkeit der E,-Profile einander nicht dhneln.
Offensichtlich wirkt sich die Annahme ¢ = const
auf den Verlauf der Stromdichte stiarker aus als auf
den der Feldstirke und des Potentials. Die Um-
gebung der stromfithrenden Plasmasdule nimmt
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Abb. Ta—d. Vergleich der MeBergebnisse von SCHWENN>-7 am ,,Normalbogen (gestrichelt) mit den Resultaten der

Modellrechnung (ausgezogen), beides fiir eine Ebene, die etwa in der Mitte zwischen den Elektroden liegt. — 7a)

Stromdichte, 7b) Potential, 7¢) axiale und 7d) radiale elektrische Feldstdrke. In 7d) fallen die gerechneten Kur-
ven fiir — Er und vp B im Rahmen der Zeichengenauigkeit zusammen. Die Skala am rechten Rand gibt v, an.
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etwa das Potential der groBeren Elektrode, ndmlich
der Anode, an. Dort treten auch ,ricklaufige
jz- und E,-Linien auf; eine Erklarung fiir diesen
Effekt wurde bereits im ersten Teil der Arbeit ge-
geben: Die mechanische Kopplung benachbarter
rotierender Plasmaschichten durch die innere Rei-
bung kann dazu fihren, dal die radiale elektrische
Feldstarke lokal durch » X Biiberkompensiert wird.
Dadurch entstehen Strome, deren Stromlinien inner-
halb des Plasmas in sich geschlossen sind und somit
in bestimmten Bereichen den zwischen den Elek-
troden verlaufenden Stromlinien entgegengerichtet
sind. Das ist in Abb. 7a, wenn auch schwach, zu
erkennen, und zwar auch in der gemessenen Kurve.
Wie die dort angegebenen Fehlerbalken zeigen, sind
die gemessenen Betrige der negativen Stromdichte
allerdings von gleicher Grofe wie die MefBfehler.
Gleichwohl wird man diese Kurve als experimentel-
len Beleg zu dem in dieser Arbeit aufgezeigten
Effekt sekundédrer d.h. innerhalb des Plasmas in
sich geschlossener Stromlinien werten diirfen.

Zur quantitativen Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Experiment ist noch folgendes zu be-
merken: Die gerechneten Absolutwerte ergeben sich
aus der Normierungskonstanten

Vo=201/2na%0). (I.21)

Fiir das hier vorliegende Plasma ist — auch bei
Beriuicksichtigung der Inhomogenitdat im Experi-
ment — tberall we27e2 > 1, w;27;2 € 1. Somit ist
a, wie im ersten Teil der Arbeit gezeigt wurde, pro-
portional zur freien Weglinge der Elektronen, d.h.
proportional zu 7'2/n.. Wegen ¢ ~ T'3/2 hangt V,
wie 7-11/2  also sehr empfindlich, von der Tempera-
tur ab. Eine kleine Anderung der fiir das Modell
angenommenen Temperatur von 40000 K wiirde
also geniigen, um z.B. die E,-Profile zumindest im
Plateaubereich fast zur Deckung zu bringen. Mit
einer ,,Verbesserung* der gerechneten Resultate in
dieser Richtung wire jedoch der Glaubwiirdigkeit
des Modells kaum gedient.

In dem Experiment von Schwenn wurde auler
der bisher besprochenen Elektrodenkonfiguration
noch eine weitere untersucht, die sich vom ,,Normal-
bogen‘‘ darin unterschied, da8 die Anode ringformig
mit dem Innenradius r4, = 1,25 cm und dem Aullen-
radius By = 3,4 cm war. Dieser Bogen wurde von
Schwenn als ,,Hohlbogen* bezeichnet, denn es
zeigte sich, dafl Stromdichte- und Temperaturver-
teilung ,,hohl*“ waren, d.h. Maxima auBerhalb der
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Achse hatten. Die Maximaltemperatur betrug
50000 K; die Elektronendichte wurde nicht ge-
messen. Wie beim Normalbogen war der Bogen-
strom 1,8 kA, die axiale Magnetfeldstirke 10 kG.
Fiir das Modell wurden wieder eine Temperatur von
40000 K und eine Elektronendichte von 1,0 - 1016
cm~3 angenommen.

Bei dieser Elektrodenkonfiguration 148t sich das
im vorigen Abschnitt beschriebene ,,Verdopplungs-
verfahren‘“ natiirlich nicht anwenden; man muB
vielmehr die Stromdichteverteilungen auf den Elek-
troden durch Probieren herausfinden. Einen Aus-
gangspunkt lieferte die Vermutung, da der Strom
auf der Kathode bevorzugt am AuBenrand, auf der
Anode bevorzugt am Innenrand ansetzen wiirde,
um trotz Rx << ra ,,moglichst parallel“ von einer
Elektrode zur anderen zu gelangen, und daB so die
gemessene ringformige Stromdichteverteilung im
Bogen selbst zustande kdme. Diese Vermutung be-
statigte sich, wie Abb. 8 zeigt, die den berechneten
Stromdichte- und Potentialverlauf auf den Elek-
troden wiedergibt. Die Elektrodenpotentiale sind
hier auf 4 109, konstant, wenn man die Schwan-
kungen auf die Differenz der mittleren Potentiale
von 295V bezieht. Die im Experiment gemessene
Brennspannung betrug 145 V. Besonders soll darauf
hingewiesen werden, daB es erforderlich war, in den
Innenzonen der Kathode und in den AuBenzonen
der Anode kleine negative Stromdichten vorzu-
geben, um etwa konstante Elektrodenpotentiale zu
erzielen. Auf der Anode sind sie freilich so klein,
daB sie in der Abb. 8a kaum zu erkennen sind. Dem-
nach gibt es kleine Sekundérstrome die von den
duBeren zu den inneren Bereichen der Elektroden
flieBen und ihre Ursache wieder in einer lokalen
Uberkompensation der radialen elektrischen Feld-
stirke durch v X B haben. Abbildung 9 zeigt den
Vergleich zwischen den von Schwenn gemessenen
radialen Profilen der Stromdichte, des Potentials,
der axialen und der radialen elektrischen Feldstéirke
mit den Ergebnissen der Modellrechnung, wieder
fir eine Ebene, die 7,8 cm von der Kathode, 5,7 cm
von der Anode entfernt liegt. Bei diesem Experi-
ment war die Kathode geerdet; von der berechneten
Potentialkurve (Abb. 9b) wurde deshalb das be-
rechnete mittlere Kathodenpotential von — 260 V
(vgl. Abb. 8b) subtrahiert. In Abb. 9d fallen die
theoretischen Kurven fiir — E; und vy B praktisch
zusammen. Die Werte fiir die Rotationsgeschwin-
digkeit selbst sind am rechten Rand angegeben. In
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Abb. 8a. Vorgegebene Stromdichteverteilung auf den Elek-
troden fiir den sog. ,,Hohlbogen*‘.

den gerechneten j,- und E,-Profilen treten in der
Achsenumgebung negative Werte auf, die wieder als
Folge einer lokalen Uberkompensation von Er zu
deuten sind. Die Rechnungen ergeben némlich in
der Tat fiir die Achsenumgebung vy, B > | Er|, was
jedoch in Abb. 9d nicht zu erkennen ist, weil beide
Kurven im Rahmen der Zeichengenauigkeit zu-
sammenfallen. Dal im Experiment in der Achsen-
umgebung keine negativen j, und E, gefunden wur-
den, kann verschiedene Ursachen haben. Es ist z. B.
aus den Messungen bekannt, dafl die Temperatur
ebenfalls zur Achse hin abnimmt, ferner weill man,
daB das Plasma axial durch die Anodené6ffnung ab-
stréomt, was auch das Dichteprofil beeinflussen muf3.
Somit ist das Plasma gerade hier stark inhomogen
und deshalb kann sich das Zusammenwirken von
radialer elektrischer Feldstdrke und Rotations-
bewegung vollig anders gestalten.

Abb. 10 zeigt als Funktion von z die maximale
Rotationsgeschwindigkeit fiir die jeweilige Ebene
z = const. Danach ist der Maximalwert bis fast zu
den Elektroden hin praktisch konstant. Der Dreh-
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Abb. 8b. Berechneter Potentialverlauf in den Elektroden-
ebenen fir den sog. ,,Hohlbogen*. Die gemessene Brenn-
spannung betrug 145 V.

sinn ist so, daf3 die Rotation von einer zur Achse
hin gerichteten radialen Stromdichte (jr < 0) an-
getrieben wird. Dieses Verhalten von v, wurde von
DOBELES an einem vom ,,Hohlbogen* in der Geo-
metrie nur unwesentlich abweichenden Bogen ge-
funden. Die Rotationsgeschwindigkeit wurde dort
durch die Doppler-Verschiebung schmaler Verun-
reinigungslinien gemessen und betrug 2,8 - 106 cm
sec™! bei B = 16 kG. Am ,,Normalbogen* war die
Doppler-Verschiebung der Verunreinigungslinien
kleiner als die Linienbreite, d.h. die Rotationsge-
schwindigkeit mufB hier erheblich kleiner sein. Das
ist in Ubereinstimmung mit den Resultaten der
Modellrechnung, wie Abb. 10 zeigt, in die auch fir
den ,,Normalbogen die maximale Rotations-
geschwindigkeit als Funktion von z aufgetragen ist.
Wie man sieht, ist auch der Gang mit z ein vollig
anderer, d.h. Betrag und axialer Verlauf der
Rotationsgeschwindigkeit sind sehr stark durch die
Elektrodengeometrie bedingt.

Insgesamt kann man die Ubereinstimmung zwi-
schen Experiment und Modell als tiberraschend gut
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Abb. 9a—d. Vergleich der MeBergebnisse von SCHEWENN5-7 am ,,Hohlbogen‘‘ (gestrichelt) mit den Resultaten der Mo-

dellrechnung (ausgezogen), beides fiir eine Ebene, die etwa in der Mitte zwischen den Elektroden liegt. — 9a) Strom-

dichte, 9b) Potential, 9¢) axiale und 9d) radiale elektrische Feldstirke. In 9b) hat die Kathode das Potential 0; die

Anodenpotentiale sind angegeben. In 9d) fallen die gerech neten Kurven fiir — Er und vy B im Rahmen der Zeichen-
genauigkeit zusammen. Die Skala am rechten Rand gibt vy an.
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Abb. 10. Maximale (vp/0dr =0) Rotationsgeschwindigkeit
fiir den ,,Normalbogen* (gestrichelt) und fir den ,,Hohl-
bogen‘‘ (ausgezogen).

bezeichnen, vor allem, wenn man sich vor Augen
hilt, welche Konsequenzen die Inhomogenitat des
realen Plasmas haben kann:

1. Die rdumliche Verteilung des Potentials und der
Rotationsgeschwindigkeit, und damit die der
Stromdichte kénnen stark modifiziert werden. So
tritt z. B. anstelle der Terme

@V 1oV o
or2 r or o’ o2
in Gl. (I.5) der Ausdruck
BV 1OV 1000V, o @V 10V
or2 r or + ¢’ Or Oor + g’ 022 o’ 0z Oz

Analoges gilt natiirlich auch fir die Navier-
Stokes-Gleichung.

2. In einem inhomogenen Plasma rufen die Druck-
und Temperaturgradienten und die mit ihnen
verkniipften Diffusionsstrome, elektrischen Stro-
me und Massenstrome zusétzliche elektromotori-
sche Krifte hervor, die teils zum Stromtransport
beitragen, teils durch Raumladungsfelder kom-
pensiert werden. Im allgemeinen werden dadurch
Stromdichte- und Potentialverteilung beide be-
einfluBt. So fithrt z.B. die ambipolare Diffusion
in einem starken Magnetfeld (we27e2 > 1) dazu,
daB sich das Plasma negativ gegen das umgeben-
de Neutralgas aufladt.

3. Umgekehrt haben die Plasmarotation und die
azimutalen Hall-Strome eine Riickwirkung auf
den Druckaufbau des Plasmas. Die Hall-Stréme
wirken druckerhohend fiir j; < 0, druckmindernd
fiur jr > 0. Die Zentrifugalkraft wirkt tberall

0. KLUBER

druckmindernd ; das wird wesentlich, wenn v in
die GroBenordnung der Ionenschallgeschwindig-
keit kommt.

Dariiber hinaus kann die Zentrifugalkraft sich
auch auf die Begrenzung des Bogenstromes auswir-
ken. Begrenzung liegt vor fir vy = — E;/B;; der
Maximalwert von | Er| kann durch z9E,|Rg abge-
schitzt werden, wo Rg wieder der Elektrodenradius
sein soll. Somit gilt groBenordnungsmaiBig

l”w| = (ZO/RE) (Ez/Bz) ’
d.h., |vg| nimmt bei sonst gleichen Verhéltnissen

mit dem Elektrodenabstand und mit 1/B, zu.

Fir inhomogenes Plasma lautet die r-Kompo-
nente des verallgemeinerten Ohmschen Gesetzes

%jr= Er + vy B, — eine (ijz —jz By — aaZ:.e) s
wo pe der Partialdruck der Elektronen ist. Zur Ver-
einfachung wurden die Terme in 07'/0r sowie die
EMK —w, B, vernachlassigt. Fir we27te2 > 1 ist
der Hall-Anteil von j, B;/ene grof gegen j:/a, wes-
halb jr/o = 0 gesetzt werden darf. Die r-Komponen-
te der Bewegungsgleichung lautet bei Beriicksichti-
gung der Zentrifugalkraft

op

2
Yo _ape cC
or r ~ Or or

op, vy g ;
o — 0 =JjoB:—j: By.
Die innere Reibung ist hier vernachlassigt; das ist

insofern gerechtfertigt, als vy in der 7-Komponente
der Navier-Stokes-Gleichung nicht auftritt.

Kombination beider Gleichungen liefert nun

Eet v B — o (B — 0 %) =0,

ene \ Or r
oder, mit ne =2Zmn;, 0 = min;

mi v 1 op;
B+ vg Byt 5o ——— 2t =0,

r ene Or

Der letzte Term ist von der GroéBenordnung
O(kTfe)/or und deshalb vernachlassigbar. Setzt
man zur Abschitzung vy, = Q2 Rg, so erhilt man

Ze E.
2 4e Sr
Q2 + 0 2 + e B =0,
worin unter E; wieder der Maximalwert zu verste-
hen ist. Die Zentrifugalkraft ist demnach fir die
Strombegrenzung vernachléssigbar, wenn | Q| < w;
ist. Obige Gleichung hat die Losungen

Q=—-31 Lj’i Ze Er
- 4

°F m; Rg’ (31)
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Wihlt man hier das -4--Zeichen, so kommt man fuar
|2] € w; wieder auf Q Rg = — E;/B;. Im allge-
meinen Fall sind die Lésungen aber nur reell, wenn

w2 > 4 (Z e|m;) (Er/Rg)

gilt, was fiir E; > 0 nicht unbedingt erfiillt sein
muB. Die Beriicksichtigung der Zentrifugalkraft
stellt also eine Minimalforderung an das axiale
Magnetfeld ; sie kann auf

w; Rg > 4 (20/ Rg) (E./ B;)

umgeschrieben werden. Fir die Daten des ,,Normal-
bogens®‘, namlich zoE, = 30V, Rg = 1 cm ergibt
sich z.B. BM® = 1,1 kG. Wegen B, = 10 kG ist
die Zentrifugalkraft hier vernachlissigbar.

Fiir B, ~ B™7 istnach GL (31) 2 ~ — /2, d.h.
Strombegrenzung durch rotierendes Plasma ist
nicht mehr méglich, wenn die Kreisfrequenz der
Rotation die halbe Ionengyrofrequenz ubertrifft.
In diesem Zusammenhang soll auf ein weiteres
Bogenexperiment hingewiesen werden, ndmlich auf
die sog. ,,Eieruhr*. Uber die Untersuchungen zur
Stromdichteverteilung in diesem Bogen wurde
frither® berichtet. Seitdem wurde der Versuch ge-
macht, die effektive Bogenlidnge von 60 cm auf 3 m
zu vergrofern. Setzt man entsprechend den bis-
herigen Daten® Rp = 0,3 cm als effektiven Elke-
trodenradius und E, = 10 V/em fir die axiale
elektrische Feldstirke an, so ergibt sich fiir doppelt
ionisiertes Heliumplasma B™® = 50 kG. Das tat-
sachlich angelegte Magnetfeld betrug aber maximal
nur 40 kG. In der Tat konnte keine Begrenzung des
Bogenstromes auf die durch die Elektrodenquer-
schnitte gegebene FluBrohre erzielt werden. Eine
Modifikation der obigen Zahlenwerte koénnte zu
einer Reduktion von B™™ fiihren. Es ist aber auch
noch zu bedenken, daB fir B, ~ B | Q| ~ w;/2
gelten miite. Fir 40 kG ist w; = 2 - 108 sec1
(Helium, Z = 2), d.h. es miiite 2 Rg = 3 - 107 cm
sec~! sein, ein Wert, der weit oberhalb der zu er-
wartenden Ionenschallgeschwindigkeit liegt. Der
negative Ausfall dieses Experiments ist somit ent-
weder wegen B, < BM® oder wegen dynamischer
Effekte auf die Zentrifugalkraft zuriickzufiihren.

5. Zusammenfassung

Treten in einem Lichtbogen mit iiberlagertem
axialem Magnetfeld radiale Stromdichtekomponen-
ten auf, so rotiert das Plasma und es flieBen azimu-
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tale Hall-Strome; beides liefert elektromotorische
Krifte, die dem radialen Stromfluf entgegenwirken,
d.h. die radiale Ausdehnung des Lichtbogenstromes
begrenzen. Die Begrenzung durch den Hall-Effekt
ist um so wirksamer, je groBer der sog. Hall-Para-
meter weTe, das Produkt zwischen Gyrofrequenz
und reziproker StoBfrequenz der Elektronen, ist.
Die Begrenzung durch die Plasmarotation ist um so
wirksamer, je kleiner die Viskositit des Plasmas ist;
diese nimmt mit w;7;, dem Produkt zwischen
Gyrofrequenz und StoBfrequenz der Ionen ab.

Fir einen zwischen Punktelektroden in einem
homogenen Plasma und in einem homogenen
Magnetfeld brennenden Lichtbogen lassen sich die
fiir die stationédre Stromdichteverteilung relevanten
Gleichungen — rotE=0, divj=0, das verallge-
meinerte Ohmsche Gesetz und die Navier-Stokes-
Gleichung — simultan exakt 16sen. Dabei treten
folgende Parameter auf: der halbe Elektroden-
abstand zo, der Hall-Parameter wete und eine
charakteristische Linge a. a2 ist dabei proportional
zur Viskositit des Plasmas und hingt auBerdem
noch explizit vom Magnetfeld und von Dichte und
Temperatur des Plasmas ab.

Aus den Losungen lassen sich folgende Skalen-
gesetze herleiten: Ist
20 1 Zo
P=a =Vitodwd o
héchstens von der GroBenordnung 1, so ist die
radiale Ausdehnung des Bogenstromes z'g = zo/
1 4 we2 Te2, d.h. fiir we2 12> 1 proportional zu
2o/ B. In diesem Fall sind Rotation und Hall-Strom
von vergleichbarer Bedeutung fir die Begrenzung
der radialen Ausdehnung des Bogenstromes. Ist
dagegen # > 1, so ist die Plasmarotation der domi-
nierende Effekt; die radiale Ausdehnung ist dann
durch ]/z—o’a < 2o’ gegeben; fiir w;27;2> 1 ist sie
proportional zu /z/ B.

Diese Skalengesetze lassen sich durch einfache
Uberlegungen auch auf Lichtbégen mit ausgedehn-
ten Elektroden iibertragen. Es wird ein Naherungs-
verfahren angegeben, mit dem sich die Stromdichte-
verteilung auch fiir diesen Fall bestimmen 1aft. Das
wird dann dazu benutzt, um Modellrechnungen mit
experimentellen Resultaten zu vergleichen. Dieser
Vergleich fiihrt zu befriedigender Ubereinstimmung.

SchlieBlich wurde gezeigt,daf das hier entwickelte
Modell anwendbar ist, sofern die Kreisfrequenz Q
der Rotationsbewegung dem Betrag nach klein
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gegen die Gyrofrequenz w; der Ionen ist. Andern-
falls muBl die Zentrifugalkraft beriicksichtigt wer-
den. In diesem Fall ist eine Begrenzung der radialen
Ausdehnung des Bogenstromes nur moglich, solange
| 2] < w2 ist.
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Simplified quasi-equilibrium calculations performed on the mass spectra of dihalosubstituted
phenyl acetates and acetanilides again uncover the same substituent effects on the rise of k with E
for the loss of ketene from phenyl acetates as was determined for the monosubstituted phenyl
acetates. However, a new effect is found for the disubstituted acetanilides, removal of excitation
probability for low-lying energy states of the molecular ion. This effect parallels the removal of
transition probability for the lowest excited state of the neutral molecule.

We have been interested in determining the utility
of simplified quasi-equilibrium theory in under-
standing changes wrought by substituents through-
out series of aromatic compounds. We have used
one of the approximations of WiLLIAMS ! and have
argued that, because we deal with a series of very
similar compounds, the errors we make in carrying
the approximations required in this approach should
be almost equally pertinent to each compound stud-
ied. Thus, in comparing numerical results for all
the members of a closely related set of compounds,
trends of substituent effects within a series may be
detected and interpreted.

Recently we studied a series of phenyl acetates
and acetanilides 2, substituted at the ortho or para
position with fluorine, chlorine, bromine, or iodine,
in order to determine the effect on the pre-exponen-
tial term 4 in Equation (1) 3

k(E) = A[ (E—Ey) [E]" (1)
Reprint requests to Prof. Dr. M. M. Bursey, Department

of Chemistry, The University of North Carolina, Chapel
Hill, North Carolina 27 514. USA.

when the substituent is varied. Equation (1) is ap-
plicable in the strict sense only to assemblages of
harmonic oscillators; however, empirical studies of
the effect of the tightness of the activated complex
on the value of A required to fit the Equation to
spectra where rearrangements occur show that it has
utility as a tool for studying activated complexes *.
In Eq. (1), E is the internal energy of the ion, E,
is the threshold energy for the process for which k&
is studied, and n is an effective number of oscilla-
tors determined by the best fit.

We argued in this study that the same probability
distribution of energies for the molecular ions of
each compound studied could be used because of the
similarity of structure for the compounds; as an in-
dication of the relative uniformity of the electronic
structure of the neutral compounds, we pointed to
the very great similarity of their ultraviolet spectra.
This might be taken as a likely indication, though
not a proof, that the lower states of the molecular
ion corresponding to removal of n or 7 electrons
could be of similar energy and accessibility, since



